
Circuit BouchonResume� �Le calcul du circuit bouchon a ete� � donne� recemment� a� un partiel de licence de l'Universite�de Caen. Face a� la lourdeur apparente des calculs, les candidats sont passes� a� l'exercicesuivant.Mon �ls en rentrant a demande� a� MAPLE de lui donner le resultat� .MAPLE a sorti : !2=� r2/l2+(1/lc)( 1+ 2r2c/l)p .Face a� ce resultat� inattendu et introuvable dans les manuels d'electricite� � je me suisdemande� si c'etait� Maple qui se trompait ou les manuels d'enseignement qui etaient�FAUX.A mon grand etonnement� , c'est la deuxieme� hypothese� la bonne.Je vous transmets ci-joints l'expose� de mes calculs.Jean DUPONT ing ENSEMMise en equation� ZL =R+ jL!ZC = 1jC!1Z = 1ZL + 1ZC = 1R+ jL! + jC!= 1+ jC!(R+ jL!)R+ jL!
Z = R+ jL!1+ jC!(R+ jL!) = R+ jL!1�LC!2+ jRC!= (R+ jL!)(1�LC!2� jRC!)R2C2!2+(1�LC!2)2= R(1�LC!2)+RLC!2+ j[Lw(1�LC!2)�R2C!2]R2C2!2+(1�LC!2)2= R+ j![L�C(R2+L2!2)]R2C2!2+(1�LC!2)2=Re+ jXeRe = RDXe = ![L�C(R2+L2!2)]D = ![L(1�LC!2)�R2C]DD =R2C2!2+(1�LC!2)2jZ j2 =Re2+Xe2= R2+!2[L�C(R2+L2!2)]2[R2C2!2+(1�LC!2)2]2= R2+!2[L(1�LC!2)�R2C]2[R2C2!2+(1�LC!2)2]21



(jZ j2)0 = 1D3�f2![L(1�LC!2)�R2C]2� 2!2[L(1�LC!2)�R2C]2L2C!g[R2C2!2+(1�LC!2)2]� 2fR2+!2[L(1�LC!2)�R2C]2g[2R2C2!� 2(1�LC!2)2LC!]�= 2!D3NN =�f[L(1�LC!2)�R2C]2� 2L2C!2[L(1�LC!2)�R2C]g[R2C2!2+(1�LC!2)2]� 2fR2+!2[L(1�LC!2)�R2C]2g[R2C2� 2LC(1�LC!2)]=�[L(1�LC!2)�R2C][L(1�LC!2)�R2C � 2L2C!2][R2C2!2+(1�LC!2)2]2fR2+!2[L(1�LC!2)�R2C]2g[R2C2� 2LC(1�LC!2)]=�(L�R2C �L2C!2)(L�R2C � 3L2C!2)(1+R2C2!2� 2LC!2+L2C2!4)� 2fR2+!2[L2(1�LC!2)2+R4C2� 2R2LC(1�LC!2)]g(R2C2� 2LC+2L2C2!2)=8<:(L2� 2R2LC+R4C2� 4L3C!2+4R2L2C2!2+3L4C2!4)(1+R2C2!2� 2LC!2+L2C2!4)� 2(R2+L2!2+R4C2!2� 2R2LC!2� 2L3C!4+2R2L2C2!4+L4C2!6)(R2C2� 2LC +2L2C2!2)
=8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

L2� 2R2LC +R4C2� 4L3C!2+4R2L2C2!2+3L4C2!4+R2L2C2!2� 2R4LC3!2+R6C4!2� 4R2L3C3!4+4R4L2C4!4+3R2L4C4!6�L3C!2+4R2L2C2!2� 2R4LC3!2+8L4C2!4� 8R2L3C3!4� 6L5C3!6+L4C2!4� 2R2L3C3!4+R4L2C4!4� 4L5C3!6+4R2L4C4!6+3L6C4!8� 2R4C2� 2R2L2C2!2� 2R6C4!2+4R4LC3!2+4R2L3C3!4� 4R4L2C4!4� 2R2L4C4!6+4R2LC +4L3C!2+4R4LC3!2� 8R2L2C2!2� 8L4C2!4+8R2L3C3!4+4L5C3!6� 4R2L2C2!2� 4L4C2!4� 4R4L2C4!4+8R2L3C3!4+8L5C3!6� 8R2L4C4!6� 4L6C4!8=�L2+2R2LC �R4C2� 2L3C!2� 5R2L2C2!2+4R4LC3!2�R6C4!2+6R2L3C3!4� 3R4L2C4!4+2L5C3!6� 3R2L4C4!6�L6C4!8Mise en facteurCette mise en facteur a pour but de presenter� un moyen d'imaginer un programme de factorisa-tion litterale� de polynomes^ par rapport a� une indeterminee� � qu'on notera ici !.On recherche les termes independants� de l'indeterminee� � , iciL2 2R2LC �R4C2S'il n'y en a pas, on simpli�e le polynome^ par l'indeterminee� � d'exposant minimum, on memorise�ce parametre� et on recommence.S'ils sont premiers entre eux, le premier terme du polynome^ diviseur sera 1, sinon ce premierterme sera leur PGCD. On met ces termes dans la pile du polynome^ quotient, apres� les avoirsimpli�es� par leur PGCD, et on les extrait du polynome^ de base qui devient le polynome^ reste.On a alors PQ=L2+2R2LC �R4C2 et PD=1 .2



On recherche ensuite s'il existe dans le polynome^ reste, des termes qui ont un multiple communavec les termes du polynome^ quotient precedemment� � constitue�. C'est une recherche de tronccommun. On ne se soucie pas du coe�cient numerique� , on preleve� � la quantite� necessaire� determes. Parfois, pour terminer une liste il faut eventuellement� rajouter un terme virtuel dans lepolynome^ reste.Ici par exemple, R2L2C2!2 2R4LC3!2 �R6C4!2sont multiples par, je dis volontairement 'par' et non 'de', R2C2!2 des termes du polynome^ quo-tient. R2C2!2 sera le deuxieme� terme du polynome^ diviseur qui devient PD=1+R2C2!2 .On les extrait numeriquement� du polynome^ reste qui devient:� 2L3C!2� 6R2L2C2!2+2R4LC3!2+6R2L3C3!4� 3R4L2C4!4+2L5C3!6� 3R2L4C4!6�L6C4!8On recommence jusqu'a� ce qu'on ne trouve plus dans le polynome^ reste de serie� de termes quiont un multiple commun avec le polynome^ quotient.On trouve que � 2L3C!2 � 4R2L2C2!2 2R4LC3!2sont multiples par � 2LC!2 , et apres� deduction� le polynome^ reste devient:PR=� 2R2L2C2!2+6R2L3C3!4� 3R4L2C4!4+2L5C3!6� 3R2L4C4!6�L6C4!8On trouve ensuite 2R2L3C3!4 �R4L2C4!4qui sont multiples par L2C2!4.Il manque un terme en L4C2!2 , on l'ajoute et on le retranche, et le polynome^ reste devient :PR=�L4C2!2� 2R2L2C2!2+4R2L3C3!4� 2R4L2C4!4+2L5C3!6� 3R2L4C4!6�L6C4!8On ne trouve plus de multiple commun du polynome^ quotient.Le polynome^ diviseur se compose de tous les multiples communs trouves� precedemment� � :PD=1+R2C2!2� 2LC!2+L2C2!4Les termes restant du polynome^ reste doivent etre^ des multiples communs du polynome^ diviseur.Ainsi � 2R2L2C2!2 � 2R4L2C4!4 4R2L3C3!4 � 2R2L4C4!6sont multiples par -2R2L2C2!2 du polynome^ diviseur et le polynome^ reste devient :PR=�L4C2!2+2L5C3!6�R2L4C4!6�L6C4!8Tandis que le polynome^ quotient devient : PQ=L2+2R2LC �R4C2� 2R2L2C2!23



Les quatre derniers termes doivent etre^ multiples du polynome^ diviseur. Si ce n'est pas le cas lepolynome^ de base n'est pas factorisable.Ici on trouve qu'ils ont �L4C2!4 comme facteur commun d'ou� PR=0 etPQ=L2+2R2LC �R4C2� 2R2L2C2!2�L4C2!4Diagramme du calcul:PB= L2+2R2LC �R4C2� 2L3C!2� 5R2L2C2!2+4R4LC3!2�R6C4!2+6R2L3C3!4� 3R4L2C4!4+2L5C3!6� 3R2L4C4!6�L6C4!8
L22R2LC� 4R4C29=;%!!&

1 �R2C2!2 �� 2LC!2 �L2C2!4 �
L2+2R2LC �R4C2R2L2C2!2+2R4LC3!2�R6C4!2� 2L3C!2� 4R2L2C2!2+2R4LC3!2L4C2!4+2R2L3C3!4�R4L2C4!4PR= �L4C2!2� 2R2L2C2!2+4R2L3C3!4� 2R4L2C4!4+2L5C3!6� 3R2L4C4!6�L6C4!8� 2R2L2C2!2� 8>><>>: 1 �R2C2!2 �� 2LC!2 �L2C2!4 � 9>>=>>; � 2R2L2C2!2� 2R4L2C4!4+4R2L3C3!4� 2R2L4C4!6PR= �L4C2!2+2L5C3!6�R2L4C4!6�L6C4!8�L4C2!4� 8>><>>: 1 �R2C2!2 �� 2LC!2 �L2C2!4 � 9>>=>>; �L4C2!4�R2L4C4!6+2L5C3!6�L6C4!8PR= 0Le polynome^ numerateur� de la derivee� � du carre� du module de l'impedence� complexe du circuitbouchon peut donc s'ecrire� sous la forme d'un produit de deux polynomes^ :N = (1+R2C2!2� 2LC!2+L2C2!4)(L2+2R2LC �R4C2� 2R2L2C2!2�L4C2!4)= (R2C2!2+(1�LC!2)2)(L2+2R2LC �R4C2� 2R2L2C2!2�L4C2!4)Etude de l'equation�On constate que l'un des polynomes^ facteurs n'est autre que le denominateur� de jZj, qui est stri-ctement positif quelque soit !.On peut donc simpli�er par D d'ou�:(jZ j2)0= 2!D2(�L4C2!4� 2R2L2C2!2+L2+2R2LC �R4C2)4



Pour trouver les extremums du module de l'impedance� il faut annuler la derivee� � et resoudre� :L4C2!4+2R2L2C2!2�L2� 2R2LC +R4C2=0�=4[R4L4C4+L4C2 (L2+2R2LC �R4C2)]=L4C2(2R2LC +L2)!2= �R2C2�C 2LCR2+L2pL2C2Seule la solution positive est valable, et de plus !2 n'est positif que pour :R2C < 2LCR2+L2pR2< (1+ 2p )LC(signe du trinome^ x2� 2�x��2=0 )Pour R plus grand il n'y a plus de resonnance� .d'ou�:
!2= 1LC 1+2LCR2L2r � R2L2 = 1LC 1+2R2CLr � R2L2LC!2= 1+2RCRLr �RCRL = 1+2R2CLr � R2CLCe qui est la formule donnee� par MAPLEDiscussion de la formulePour �xer les ordres de grandeur prenons: !=106 LC =106avec: L=10�3H , C=10�9F et R=1
veri�ant� : LC!2=1on obtient: 2RCRL =2.10�9 110�3 =2.10�6Il est donc legitime� de faire un developpement� limite� du radical :LC!2 =(1+2RCRL )12 �RCRL=1+RCRL � 14R2C2R2L2 �RCRL=1� 14R2C2R2L2 =1� 14(CR2L )25



On veri�e� que la formule est homogene� puisque RC est une constante de temps et RL l'inversed'une constante de temps.Cette formule donne LC!2=1 a� 10�12 pres� .Dans ces conditions, on obtient:jZ j2' 1+1012(1410�3:10�12� 10�9)2[(1410�12)2+10�18:1012]2 ' 1+10�610�12 ' 1012jZ j ' 106
Le circuit a une impedance� de 1 M
, d'ou� son nom de circuit bouchon .La formule approchee� montre que la frequence� de resonnance� diminue lorsque la resistance� de labobine augmente jusqu'a� l'etou�ement� pour !=0. Cette valeur est atteinte pour:1+ 2RCRL =r RCRL1+2RCRL =(RCRL )2qui est de la forme x2� 2x� 1=0 soit x=1� 2p d'ou�:R2= LC(1+ 2)pR= LC(1+ 2p )rAvec les parametres� choisis, on trouve: R = 1; 55k
, cette valeur est enorme� , demesuree� � parrapport aux valeurs couramment rencontrees� dans les circuits electroniques� .Les courbes de jZj en fonction de ! sont tracees� a� l'aide de Maple , pour des valeurs de R exa-gerement� � grandes (200, 400, 600, 800 
) a�n d'etre^ presentables� :
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On constate que ces courbes se coupent en un point ou� l'impedance� et la pulsation sont indepen-�dantes de R.Sur la �gure de droite, on a represente� � la courbe correspondant a� l'amortissement critique ainsique la courbe qui a son sommet au point d'intersection.Cherchons les coordonnees� de ce point, ce qui nous donnera l'avantage de pouvoir mettre enapplication la methode� de mise en facteur decrite� plus haut.Il faut: jZ(R1)j2= jZ(R2)j2avec jZ(R)j2= R2+!2[L(1�LC!2)�R2C]2[R2C2!2+(1�LC!2)2]2On va tester si le numerateur� peut se decomposer� en un produit de polynomes^ :N =R2+L2!2+R4C2!2� 2R2LC!2� 2L3C!4+2R2L2C2!4+L4C2!6On cherche les termes independants� de l'indeterminee� � , il n'y en a qu'un, R2. Ce sera le premierterme du polynome^ quotient. 1 sera alors le premier terme du polynome^ diviseur, car multiplie�par R2, cela donne R2 que l'on extrait du polynome^ de base, qui devient le polynome^ reste.On cherche dans le polynome^ reste, sans se preoccuper� des coe�cients numeriques� , les termesqui ont un multiple commun avec les termes du polynome^ quotient. Ici, il n'en a qu'un R2, cesont donc les multiples de R2.On trouve �R2LC!2 , R2L2C2!4 , R4C2!2 . En les divisant par R2 , cela donne les termes sui-vants du polynome^ diviseur qui devient :PD=1�LC!2+L2C2!4+R2C2!2On extrait les termes produits du polynome^ reste, d'ou�:PR=L2!2�R2LC!2� 2L3C!4+R2L2C2!4+L4C2!6Le polynome^ quotient est toujours : PQ=R2On cherche maintenant dans le polynome^ reste PR les termes qui ont un multiple commun avecle polynome^ diviseur PD .On trouve: L2!2�L3C!4+R2L2C2!4+L4C2!6, qui sont multiple par L2!2, d'ou�:PQ=R2+L2!2 et PR=�R2LC!2�L3C!4Les termes qui restent doivent etre^ multiples de PQ ou bien de PD , et on ajoute un terme soitdans PD , soit dans PQ. Si ce n'est pas le cas, alors le polynome^ n'est pas decomposable� .Comme ils ne sont que deux, ils ne peuvent etre^ multiples que de PQ.Ils le sont par�LC!2, qu'on ajoute a� PD, d'ou� PR=0 etPD=1� 2LC!2+L2C2!4+R2C2!27



On a �nalement: N =(R2+L2!2)(1� 2LC!2+L2C2!4+R2C2!2)et: jZ(R)j2= R2+!2L2R2C2!2+(1�LC!2)2R12+!2L2R12C2!2+(1�LC!2)2 = R22+!2L2R22C2!2+(1�LC!2)2R12R22C2!2+R12(1�LC!2)2+R22L2C2!4+(1�LC!2)2L2!2� =� R12R22C2!2+R22(1�LC!2)2+R12L2C2!4+(1�LC!2)2L2!2R12[(1�LC!2)2�L2C2!4] =R22[(1�LC!2)2�L2C2!4]L'egalite� � devant etre^ vraie quelque soit R , il faut avoir :(1�LC!2)2�L2C2!4=0d'ou�: 2LC!2=1!= 12LCpL'impedance� correspondante est donnee� par:Z2= R2+L2/2LCR2C2/2LC+(1�LC/2LC)2= R2+L/2CR2C/2L+(12)2= 2LCR2+L/2CR2+L/2C= 2LC jZ j= 2LCrLa simpli�cation de jZj trouvee� grace^ a� cette recherche permet de reprendre le calcul de laderivee� � de j(Z j)2, il vient:� R2+!2L2R2C2!2+(1�LC!2)2�0=� 2L2![(1�LC!2)2+R2C2!2]� (R2+L2!2)[� 2(1�LC!2)2LCw+2R2C2!]� 1D2= 2!D2 [(L2+L4C2!4� 2L3C!2+R2L2C2!2� (� 2R2LC+2R2L2C2!2+R4C2� 2L3C!2+2L4C2!4+R2L2C2!2)]= 2!D2(L2�R4C2+2R2LC � 2R2L2C2!2�L4C2!4)Pris par ce bout, les calculs sont beaucoup plus simples. Comme le dit Mr ARSAC, un pro-gramme, on sait l'ecrire� clairement quand on l'a termine�.8



La courbe qui a son sommet au point d'intersction est donnee� par (jZ j)0=0pour !=1/ LCp .Soit L2�R4C2+2R2LC � 2R2L2C2!2�L4C2!4=0 d'ou� R= 32q LCq .Les courbes parametriques� de l'impedance� en fonction de Re et Xe, avec toujours des valeurs deresistance� exagerees� � pour rendre les ecarts� signi�catifs, montrent que la pulsation de dephasage�nul (tg�=Xe/Re=0) est di�erente� de la pulsation donnant l'impedance� maximum.La plupart des auteurs de manuels d'electronique� appelle pulsation de resonnance� celle qui cor-respond au dephasage� nul :tg�=0)Xe=0)L(1�LC!2)�R2C =0 donne immediatement� :LC!2=1� R2CL(Les calculs sont e�ectivement plus simples, il n'y a pas de quoi en ecrire� un livre, et pourtant!)La celebre� � formule de Mr Thomson, etablie� par des calculs obscurs, pour une resonnance� pastres� precisee� � , donne: LC!2=1� 14R2CLCelle que nous avons etablie� precedemment� � avec des calculs rigoureux donne au deuxieme� ordre:LC!2=1� 14�R2CL �2elle est d'une approximation meilleure par rapport a� LC!2 = 1, puisque l'in�niment petit est aucarre�.Dans la pratique, cela se confond evidemment� a� 10�6 pres� .
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Le petit demi-cercle est le lieu des points ou� l'amplitude et la pulsation sont independantes� de laresistance� de la bobine. Sur le diagramme de gauche on a supprime� les parties des courbes pour! 2 [0; 1/ 2LCp ].La droite donne le point d'amplitude maximum, c'est a� dire a� la resonnance� , represente� � ici pourune resistance� de 200 
 :tan�= !R [L(1�LC!2)�R2C] = !resLR 1+2R2Cpsoit �=� 11; 09 degres�avec !=999615 Hertz. (LC!2=1)!=106, avec les parametres� choisis.)On a tan� = 0 pour ! = 979795 Hertz, soit un ecart� de 19819 Hertz, environ 20 kHertz, 2%, cequi est enorme� , mais n'oublions pas que la resistance� est exagerement� � enorme� , pour que lesecarts� soient signilicatifs.
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