
Le long parcours de la resolution�d'une equation� du 4 eme� degre�Resume� �Dans tous les ouvrages de mathematiques� abordant la resolution� des equations� de degre�superieur� a� deux on retrouve inlassablement l'exemple de Mr Jerome� Cardan datant dumoyen age^ , a� savoir la fameuse equation� x3 � 15x � 4 = 0, avec sa relation associee�2� � 121p3p = 2� 11 � 1p3p =(2� � 1p )= 4.A propos d'un exercice que mon �ls a resolu� avec Maple, j'ai voulu refaire le long chemincaillouteux de cette resolution� , en passant par le moyen age^ .Cet resolution� a ete� � possible car on etait� dans un cas ou� les radicaux cubiques se simpli-�ent, permettant de resoudre� une equation� du quatrieme� degre�, qui n'est pas bicarree� , parradicaux du deuxieme� degre� calculable arithmetiquement� .Jean DupontConsiderons� l'equation� x4+x3+x2+x+1=0Cherchons a� la resoudre� par la methode� de Descartes:x4+x3+x2+x+1= (x2+ ax+ b)(x2+ cx+ d)il faut la transformer en sa forme canonique par translation: x=X +�x4+x3+x2+x+1 =X4+0+ pX2+ qX + r=X4+4�X3+6�2X2+4�3X +�4+X3+3�X2+3�2X +�3+X2+2�X +�2X +�+1d'ou�, par identi�cation: 4�+1=0 et �=� 14p=6�2+2�+1=5/8q=4�3+3�2+2�+1=5/8r=�4+�3+�2+�+1=205/256=5.41/256et: X4+ 5.32256X2+ 5.32256X + 5.41256 =0avec: U =4X U2=42X2 U4=44X4U4+5.2U2+5.8U +5.41 =U4+ p0U2+ q 0U + r 0=(U2+a0U + b0)(U2+ c0U + d0)= 0par developpement� et identi�cation et resolution� du systeme� , on obtient:c0=� a0 b0+ d0= p0+ a02 � b0+ d0= q 0/a0 b0d0= r 0b0= 12(p0+ a0� q 0a0) 1



d0= 12(p0+ a0+ q0a0)(a0p0� q 0+ a03)(a0p0+ q 0+ a03) =4r 0a02a06+2p0a04+(p02� 4r 0)a02� q 02=0d'ou�, avec A= a02 l'equation� du 3 eme� degre�:A3+2p0A2+(p02� 4r 0)A� q 02=0on a descendu le degre� de l'equation� de depart� de une unite�.A3+20A2� 720A� 1600=0A3+4.5A2� 42:32:5A� 43:52=0Equation a� resoudre� suivant la methode� de Cardan (annee� 1545, cela donne a� mediter� ).Il faut, la� encore, la transformer en forme canonique: A= �+�0�3+0+ s�+ t = �3+3�0�2+3�02�+�03+20(�2+2�0�+�02)� 720(�+�0)� 1600d'ou� par identi�ction: 3�0+20=0 �0=� 203s=3�02+40�0� 720=� 25603 =� 256103t=�03+20�02� 720�0� 1600= 20233 (� 20+3.20+36.33� 4.33)= 20225633et: �3� 256103 �+25620233 =0en suivant la methode� de Cardan:D2=( t2)2+(s3)3= 14(25620233 )2� 133(2561033 )3apres� quelques calculs de mise en facteurs: D2=� (256:203 )2203D'ou�: �= � t2 +D3r + � t2�D3r= � 2562 (203 )213 +256203 � 203r3s + � t2 �D3r= 830@ � 102+32:10 � 203r3s + � 102� 32:10 � 203r3s 1A2



Maintenant on cherche un nombre dont le cube est egal� au nombre qui est dans la racinecubique.Il y a sous le radical cubique du 10 et du 3, cherchons le developpement� de: � 10+3 � 203r !3=� 1000+1800+ � 203r (900� 180)Les ecarts� sont grands et ils nous faut un signe - devant l'entier, essayont: +5+ 32 � 203r !3 =125+3.5232 � 203r � 3.594 :203 � 3323 203 � 203r=� 100+90 � 203rDonc: � 102+32:10 � 203r3s =5+ 32 � 203ret: � 102� 32:10 � 203r3s =5� 32 � 203rd'ou� : �= 83(5+ 32 � 203r +5� 32 � 203r )= 803On aurait pu atteindre le meme^ resultat� en remarquant qu'il y a des 8, que83 = 29 = 512 = 2.256 , apres� quelques tatonnements^ on aurait veri�e� � que 8.5.2/3=80/3 est solu-tion de l'equation� en � : 8333(5.2)3� 83333.52:2.8+ 833323:52= 8333(1000� 1200+200)=0Alors quel est l'interet� ^ de la methode� de Cardan, puisqu'on ne peut eliminer� les racines cubiquesque s'il y a une solution appartenant a� Q , et que cette solution il faut la trouver par tatonne-^ment.En suite, on peut poser (a+ k bp )3=a3+3abk2+(3a2k+ bk3) bp =A+B bpet, pour que les deux egalites� � A= a3+ 3abk2 et B = 3a2k + bk3 soient strictement possibles, ilfaut au minimum que les quatre nombres a; b; A;B appartiennent a� Q .Comme on conna�t̂ a = �/2 , la premiere� equation� donne deux valeurs de k, et la deuxieme�permet de retenir la valeur qui satisfait a� cette equation� . Cela ne sert plus, puisque les deuxautres racines seront calculees� par une equation� du second degre�: on a a� nouveau baisse� de uneunite� le degre� de la resolution� .Il n'y a que dans ce cas qu'on peut calculer les racines a� la regle� et au compas, je veux dire a� laplume et au papier, arithmetiquement� . 3



Peut-on dire qu'une equation� est soluble quand on ne sait pas calculer ses racines autrement quepar approximations et a� l'aide d'ordinateurs, cas des racines cubiques deja� �. Alors, en contrepartie, on peut dire que toutes les equations� sont solubles, ce qui n'est pas conforme, ni dans lepremier cas, ni dans le second avec la theorie� de la resolvabilite� � des equations� de Mr EvaristeGalois.Personnellement j'oserais dire qu'on ne sais pas resoudre� les equations� au dela� du second degre�,sauf dans des cas particuliers tres� accommodants, comme on ne sais pas resoudre� les problemes�de mecanique� au dela de deux corps en interaction, comme on ne sais pas representer� l'espace audela� de deux dimensions par des construction a� la regle� et au compas, ou resoudre� les equations�di�erentielles� superieures� a� l'ordre deux et encore faut-il qu'elles soient lineaires� .Deux c'est l'ordre du theoreme� � de Mr FERMAT.Deux c'est l'ordre naturel, l'ordre de la vie.Reprenons notre probleme� et mettons cette solution en facteur dans l'equation� en � :�3� 256103 �+256223 :10232=(� � 103 8)(�2+ ��+ )= �3� 103 8�2+ ��2� 103 8��+ � � 103 8� 103 8+ �=0� 103 8=256223 :10232� 103 8�+ =� 256103d'ou� : �= 803 et =� 5(163 )2 , on veri�era� que la 3 eme� equation� est veri�ee� � .et: (� � 103 8)��2+ 103 8� � (163 )25�=0�4 = (103 4)2+ 256.532 =5.82et : �2; �3=� 403 � 8 5pCe qui donne : A= �+�0= 803 � 203 =20d'ou� : a0= Ap =2 5p , c0=� a0=� 2 5pb0= 12(p0+ a02� q 0a0) = 12(5.2+ 4.5� 5.82: 5p ) =3.5� 2 5pd0= 12(p0+a02+ q0a0)= 12(5.2+4.5+ 5.82: 5p )= 3.5+2p5et, en remontant:P (X4) = P ((4X)4)256 = P (U4)256= 1256(U2+2 5p U +15� 2 5p )(U2� 2 5p U +15+2 5p )= 1256(42X2+2 5:p 4X +15� 2 5p )(42X2� 2 5p :4X +15+2 5p )= (X2+ 2 5p4 X + 15� 2 5p16 )(X2� 2 5p4 X + 15+2 5p16 )4



X =x��=x+ 14P (x4) = [(x+ 14)2+ 2 5p4 (x+ 14)+ 15� 2 5p16 ][(x+ 14)2� 2 5p4 (x+ 14)+ 15+2 5p16 ]P (x4) =x4+x3+x2+x+1= (x2+ 1+ 5p2 x+1)(x2+ 1� 5p2 x+1)�1=(1+ 5p2 )2� 4= � 2.5+ 2 5p4 =� 2.5� 2 5p4x1; x2= 12(� 1� 5p2 � i12 2.5� 2 5pp )= � 1� 5p4 � i14 2p 5� 5pp�2=(1� 5p2 )2� 4= � 2.5� 2 5p4 =� 2.5+ 2 5p4x3; x4= 12(� 1+ 5p2 � i12 2.5+ 2 5pp )= � 1+ 5p4 � i14 2p 5+ 5ppVoila� les resultats� que vous trouverez instantanement� sur Maple, qui utilise on ne sait quel algo-rithme!Petites remarques : � � 1p �3� (� 1)3pen e�et: ( � 1p )3= i3= i2i=� iet : (� 1)3p = � 1p = ia� ne pas confondre egalement� avec les trois racines cubiques de l'unite� qui sont donnees� par:x3=1 x3� 1= (x� 1)(x2+x+1)soit: x1= 1 x2; x3= 12 � i 3p2 qui sont aux trois sommets du triangleequilateral� � du cercle trigonometrique� unite�.De meme^ ( � 1p )2=� 1 car ( i2p )2 = (i)2=� 1, et (� 1)2p = 1 , alors que (i2)2p = i2=� 1,en fait, il faut revenir a� la de�nition� de la racine carree� : a2p = jaj d'ou� (i2)2p = ji2j=1, qui seconfondent avec les deux racines carrees� de l'unite� x2=1 x2� 1= (x� 1)(x+1) x=� 1 .Rappelons que ip = 2p2 (1 + i) car ( ip )2 = 12(1 + 2i � 1) = i (petits souvenirs de mathematiques�elementaires� � ).Attention (an) 1n ou (a 1n)n � ann =a1=a pour a< 0 .Les exposants fractionnaires ne sont pas commutables ou, abelien� pour faire plus mode.
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